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Résumé — La super-résolution consiste a retrouver les fins détails d’un signal a partir de mesures a basse résolution. Nous considérons ici
I’estimation d’une séquence d’impulsions de Dirac, d’amplitudes positives et a des positions arbitraires, a partir d’échantillons filtrés passe-bas
bruités. L’estimation au sens du maximum de vraisemblance des parametres est équivalente a un probléme non convexe difficile d’approximation
matricielle structurée de rang faible. Pour le résoudre, nous proposons un nouvel algorithms itératif heuristique, qui surpasse 1’état de 1’art.

Abstract — Super-resolution consists in recovering the fine details of a signal from low-resolution measurements. Here we consider the
estimation of Dirac pulses with positive amplitudes at arbitrary locations, from noisy lowpass-filtered samples. Maximum-likelihood estimation
of the unknown parameters is equivalent to a difficult nonconvex matrix problem of structured low rank approximation. To solve it, we propose

a new heuristic iterative algorithm, which outperforms the state of the art.

1 Formulation du probleme

Le cadre de la reconstruction de signaux analogiques a partir
de mesures discretes a récemment été étendu a une large classe
de signaux gouvernés par des modeles non linéaires parcimo-
nieux, bien au-dela du paradigme classique ancré dans les tra-
vaux de Shannon [1,2]. Nous considérons ici le probleéme em-
blématique, parfois qualifié de super-résolution [3], consistant
a estimer une séquence d’impulsions de Dirac a partir d’échan-
tillons a bande limitée bruités, ou de maniere équivalente a par-
tir de coefficients de Fourier basses-fréquences [1,3,4]. Ce pro-
bléme a un large champ d’applications, incluant la communi-
cation en ultra large bande et I’imagerie par ultrasons [5]. Soit
unréel 7 > 0; on se place sur le tore T = R/7Z, qui est I'in-
tervalle [0, 7[ avec 0 et 7 identifiés. Le nombre d’impulsions,
supposé connu, est K > 1. On introduit la distribution de Di-
rac (t). Alors, le signal inconnu a estimer est

K
s5(t) =Y apd(t—ty), VteT, 1)
k=1

oules (t5)X_, sontles positions distinctes dans T et les (a})&_;
sont les amplitudes strictement positives (1’ étoile indiquant une
quantité inconnue). Le but est d’estimer ces 2K parametres a
partir des données disponibles, qui prennent la forme d’une sé-
quence (y,,) = de N mesures uniformes a bande limitée brui-
tées : yn = [, 5*(t)p(%F —t)dt + e, ol la fonction d’échan-
tillonnage o(t) = (sin(Nnt/7))/(Nsin(rt/7)) est la fonc-
tion de Dirichlet et les ,, ~ A(0, 0%) sont des réalisations in-
dépendantes de bruit gaussien. On suppose N impair et on pose
M = (N —1)/2. On suppose aussi que M > K, une condition

nécessaire et suffisante pour que la reconstruction parfaite de s*
en I’absence de bruit soit possible, au moyen de la méthode de
Prony, voir en section 2.

La nouveauté, par rapport au précédent travail des auteurs
[4], est ’hypothese que les amplitudes aj, sont positives ; cette
contrainte peut avoir une justification physique, lorsque les am-
plitudes correspondent a une intensité électrique ou lumineuse.
Par conséquent, une méthode d’estimation doit retourner des
amplitudes, qui sont positives elles aussi.

Si I’on applique la transformée de Fourier discrete a la sé-
quence (y,)5 =, on obtient N coefficients de Fourier consé-
cutifs de s*, de la forme [4]

K
~ — 52 t* A
Gm =Y ape PTMET L2 Ym=—M,...,M. (2)
k=1
Ainsi, I’estimation au sens du maximum de vraisemblance (ML)
des parametres revient a résoudre le probleme des moindres
carrés non linéaires [4] :
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On a donc affaire a un probléme d’estimation spectrale [6].
Le résoudre exactement n’est pas envisageable, car la fonction
coiit a minimiser est tres oscillante, avec un nombre de minima
locaux de ’ordre de N¥. Lorsque N >> K et les positions t
sont suffisamment séparées, les méthodes classiques d’estima-
tion spectrale, comme MUSIC ou ESPRIT, peuvent étre utili-
sées [6]. Elles sont rapides mais sous-optimales : contrairement
a I’estimation ML, elles n’atteignent pas les bornes de Cramér-



Rao lorsque le niveau de bruit tend vers zéro [4]. De plus, iln’y
a aucune garantie que les amplitudes estimées soient positives.

Dans la section 2, nous reformulons I’estimation ML des pa-
rametres comme un probleme d’approximation structurée de
rang faible d’une matrice Toeplitz construite & partir des don-
nées. L’ algorithme proposé est décrit en section 3. Des résultats
illustrent son efficacité en section 4.

2 Reformulation comme un probleme de
débruitage matriciel

Introduisons I’opérateur linéaire Toep qui, a une séquence
ou vecteur (z,,,)M_ = présentant une symétrie hermitienne
(x_m = ), associe une matrice Toeplitz hermitienne :

To vt T-Mm
Toep : (x_pr, -+, 2p) o : @
TMm ot o
Nous allons nous appuyer sur le résultat fondamental suivant :

Théoréme de Carathéodory [7] : Soit une matrice hermitienne
positive T de taille (M 4+ 1) x (M + 1) et de rang K (on a
1 < K < M).Soitx = (z,,)M__,, laséquence telle que T =
Toep(x) ; autrement dit, les x,,, sont les éléments sur les dia-
gonales de T. Alors il existe des positions distinctes (t5)X | €

TX et des amplitudes (a;)E_, € 10, +oc[¥, uniques a une
permutation sur I’indice k pres, telles que, Vm = —M ..., M,

K —j2mmity,
T :ZkZI aie Jamm k/T.

Ainsi, Toep définit une bijection entre les sommes positives
d’exponentielles complexes et les matrices Toeplitz positives
de rang faible. De plus, on dispose d’une procédure simple,
due a Prony [1], pour trouver les parametres correspondant a
une telle matrice T :

1) Réarranger les éléments x,,, de T dans une matrice Toe-
plitz Tk de taille (N — K) x (K +1)(ona N =2M + 1) et
de rang K, telle que

T_M+K T_M
Tk = . . : (5)
M TM-K
2) Calculer le vecteur singulier & droite h = [hg -+ hg|T

de T g correspondant a la valeur singuliere zéro (la plus petite
valeur singuliere en pratique, ce qui rend la méthode robuste).
3) Calculer les racines (z;)5_; du polyndme Zszo hyzF.
On en déduit les positions (tj)y_, par: tx = 5= argo on(2k)-
4) Etant données les positions, le vecteur a = [a; --- ag]”
des amplitudes est obtenu en résolvant le systeéme linéaire des

moindres carrés

UllUa = U'%, (6)
ot - est la transposée hermitienne, x = [x_ps --- x| et
€j27r]\/1t1/7- ejQTthK/T
U= : : : NG)

efj27th1/'r efj27thK/'r

Notons qu’en 1’absence de bruit, cette procédure appliquée
a x = y fournit de maniére exacte les parametres (t)5_ et
(a;),{,(:l. De plus, en présence de bruit, étant données des esti-
mées des positions, les estimées ML des amplitudes sont obte-
nues en résolvant (6), avec x remplacé par y.

Ainsi, en vertu du théoreme de Carathéodory, le probleme
d’estimation ML (3) peut étre reformulé comme

minimiser 1|x — §||3 sujeta: rang(Toep(x)) < K et
xeCN

Toep(x) 3= 0, 8)

ou = 0 indique la positivité. En utilisant I’injectivité de Toep,
on peut réécrire (8§) comme un probleme d’approximation struc-
turée de rang faible (SLRA) :

minimiser 1||T — Toep(¥)||2, sujeta: T est Toeplitz
€

et rang(T) < K et T =0, 9)

ou H est I’espace de Hilbert réel des matrices hermitiennes de
taille (M 4 1) x (M + 1) et la norme pondérée || - ||, est telle
que ||x — y||3 = [[Toep(x) — Toep(y)|[3, : c.-a-d. [|A[F, =
Sy i wiglai g2 ot wy ;= 1/ (M+1—[i—j|). Ainsi,
(9) peut étre vu comme un probleéme de débruitage de matrice :
la matrice Toep(y), ou de maniere équivalente les données ¥,
est débruitée en trouvant la matrice la plus proche consistante
avec le modele, a partir de laquelle les parametres estimés sont
extraits par la procédure de Prony. La formulation SLRA (9)
a plusieurs avantages par rapport a la forme paramétrique (3) ;
par exemple, la question de I’initialisation disparait, puisque la
matrice bruitée Toep(y) est 1’estimée initiale naturelle de la
solution.

Les problemes SLRA ont de nombreuses applications, mais
a cause de la non-convexité du rang, ils sont tres difficiles [8,9].
Plusieurs méthodes ont été proposées pour obtenir une solu-
tion locale d’un probléme SLRA, voir la bibliographie dans [8]
et [4]. A notre connaissance, la seule bibliothéque publique-
ment accessible et efficace est celle en cours de développement
par Ivan Markovsky [10]. Cependant, elle ne traite que des don-
nées a valeurs réelles, alors que les matrices dans (9) sont com-
plexes. Dans la section suivante, nous proposons un algorithme
simple a implémenter et efficace. Dans le reste de cette section,
nous présentons deux alternatives fournissant une solution ap-
prochée du probleme.

Une alternative consiste a “convexifier” le probleme en rem-
placant le comptage des impulsions par la norme atomique, qui
est ici la somme des amplitudes [11]. Le probleéme devient :

mini%lhi]ser 1||x — ¥|I3 + Azo sujeta Toep(x) =0, (10)
x€

pour un certain parametre A > 0. En effet, la décomposition
de la solution 2,, = K aze=92mt/7 donne simplement
Ty = Zszll ay,. Notons qu’il est difficile de choisir A et qu’il
n’y a aucune garantie que K’ = K. Nous laissons pour un
travail futur 1’évaluation des performances de cette approche,
ainsi que I’étude des liens entre les différents parametres, les
bornes de Cramér-Rao et le SNR [12-15].

Mentionnons finalement la méthode heuristique simple des
projections alternées, aussi appelée débruitage de Cadzow [16],
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FIGURE 1 — Tracé en échelle log-log de la MSPE (a gauche) et de la neg-log-vraisemblance (a droite) en fonction du SNR, pour
I’expérience 1 : le signal s* consiste en K = 2 pics, aux positions (0.42,0.52) (7 = 1), d’amplitudes (1,1). Les données consistent
en N = 11 échantillons basses-fréquences. Les valeurs sont moyennées sur 10* réalisations de bruit.

souvent utilisée pour résoudre des problemes d’approximation
avec deux contraintes, en projetant alternativement sur celles-
ci. Elle est utilisée dans [1, 5] pour la reconstruction d’impul-
sions. Appliquée au probleme (9), et dans les notations de la
section suivante, on a TU+L) = Po, (PQ1 (T(l))), ou [ est le
compteur d’itérations et T(®) = Toep(y). On observe que
cette méthode converge, mais pas vers une solution locale, car
la fonction colit a minimiser n’est pas prise en compte.

3 Un nouvel algorithme pour I’approxi-
mation structurée de rang faible

Considérons le probleme d’optimisation générique :

sujeta z € Q1 N Do, (11)

minimiser F(z)
z2€EZ

ol Z est un espace de Hilbert réel, 2, et 25 sont deux en-
sembles fermés de Z et F' : Z — R est une fonction convexe
et différentiable de gradient 3-Lipschitz continu, pour un cer-
tain 3 > 0:|VF(2) — VF()| < Bllz — 2'|], V(2,2') € 22
L’ algorithme proposé par le premier auteur pour résoudre ce
probleme est [17] :

Algorithme d’optimisation proposé. Choisir les paramétres
w >0,y €]0,1], tels que 2y > Bu, et les estimées initiales
2(0) () ¢ Z. Puis itérer, pour tout [ > 0,

2+ = Py, (U(l) + 4z — M) — ,uVF(z(l))),

vt = ) — 2041 4 Py (22041 — (1),

Siles ensembles 2; et €25 sont convexes, 1’algorithme converge
vers une solution, sous certaines hypotheses faibles [17].

On reconnait alors que le probleme SLRA (9) est une ins-
tance de (11), avec Z = H et les correspondances suivantes :

— 1 est le sous-ensemble de H des matrices positives de

rang < K. La projection Po, (A) = Qdiag(d’)Q" sur

cet ensemble, pour la norme de Frobenius, d’une matrice

A = Qdiag(d)Q", est obtenue en tronquant sa décom-
position en éléments propres : les valeurs propres dans d’
sont obtenues en mettant tous les éléments de d a zéro,
sauf les (au plus) K plus grands éléments positifs.

— (5 est le sous-espace vectoriel de H des matrices Toe-
plitz. La projection Pq, consiste a remplacer les élé-
ments d’une méme diagonale par leur moyenne.

— La fonction cofit est F(A) = 1[|A — Toep(y)||2,, donc

VF(A) = Wo(A—Toep(y)), ol o est le produit terme

aterme et W est la matrice ayant pour éléments les w; ;.

Sa constante de Lipschitz est 8 = max({w; ;}) = 1.

L’ensemble €2, n’étant pas convexe, 1’algorithme devient heu-
ristique, sans garantie de convergence. Toutefois, avec 1 = 1.3,
v = 0.51p, 2(9 = v(® = Toep(y), on observe qu’il converge
presque toujours vers une solution locale de (9) (le critere d’ar-
rétest ||zt — Po, (2(HD)|| p < le-12 et I"algorithme fournit
Pa, (2U1)). Dans de trés rare cas, quand le niveau de bruit est
tres élevé, il entre dans un cycle au lieu de converger; mais il
suffit alors de diminuer p et -y pour obtenir la convergence. Ce
comportement a déja ét€ observé dans [4], mais ici I’absence de
convergence est encore plus rare : la contrainte T > 0 semble
rendre 1”algorithme encore plus robuste.

4 Résultats expérimentaux

L’algorithme proposé est comparé au débruitage de Cadzow,
a la fonction rootmusic de Matlab, implémentant une va-
riante de MUSIC, et a la méthode “matrix pencil” [18]. Comme
ces deux dernieres ne fournissent pas toujours des impulsions
positives, une fois obtenues les positions, nous obtenons les
amplitudes en remplagant la solution des moindres carrés (6)
par la solution des moindres carrés positifs, obtenue par la com-
mande 1sgnonneg de Matlab; mais comme certaines am-
plitudes peuvent &tre nulles, 1’approche peut échouer a déli-
vrer K impulsions. Pour comparer les méthodes, nous défi-



nissons deux criteres d’erreur : le premier, lorsque les ampli-
tudes aj, sont égales, correspond a I’erreur sur les positions,
pour la meilleure affectation entre les vrais pics et leurs esti-
més. Ainsi, dans I’expérience 1 ci-dessous, on calcule I’erreur
quadratique périodique moyenne (MSPE) min((t1 — )2 +
(t2 — t5)7, (1 — £5)7 + (t2 — 11)2) /2. ol ()7 = ((z + F)
mod 7) — 5. Ce critere a I’avantage de pouvoir étre comparé
aux bornes de Cramér-Rao, calculées comme dans [1]. Dans le
cas général, puisqu’on vise 1’estimation ML, on peut comparer
les valeurs, obtenues par différentes méthodes, de la neg-log-
vraisemblance, qui est la fonction cofit en (3), (8) et (9).

L’expérience 1 consiste a estimer K = 2 pics de méme am-
plitude. Les résultats sont illustrés en figure 1. La méthode pro-
posée est la seule a atteindre la borne de Cramér-Rao, pour un
rapport signal a bruit (SNR) (égal a 10 log,o(||y — €13/ I€]13))
supérieur a 10dB, ce qui montre qu’elle fournit bien I’estima-
teur ML dans ce régime, autrement dit la solution globale du
probleme.

L’expérience 2 est illustrée en figure 2. La neg-log-vraisem-
blance n’est pas affichée, mais le bilan est similaire a celui de
la figure 1 a droite : I’algorithme proposé surpasse les autres.

5 Conclusion

Nous avons proposé une formulation non convexe, basée sur
I’approximation structurée de rang faible, de I’estimation, au
sens du maximum de vraisemblance, d’une séquence d’impul-
sions de Dirac d’amplitudes positives, a partir d’échantillons
basses-fréquences bruités. Nous avons aussi proposé un algo-
rithme heuristique, simple & implémenter et efficace : il converge
vers la solution globale du probleme, lorsque le niveau de bruit
n’est pas trop élevé. Le code Matlab implémentant les diffé-
rentes méthodes comparées est disponible sur la page web du
premier auteur.
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